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Variedades.

. Z
Sea K un cuerpo, que puede ser R, C, Q, o un cuerpo finito F, = A

Los conjuntos de soluciones en el espacio afin K" de sistemas de ecuaciones
polinomiales del tipo

filxr,...,x,) = 0

fm(-xla"‘-7-xn) = O

se llaman variedades afines. Tienen un analogo en el espacio proyectivo
P(K"!) = P2, llamadas variedades proyectivas.

Las propiedades algebro-geométricas de las variedades constituyen uno de los
temas centrales de las matematicas, de cuyo estudio se encarga la Geometria
Algebraica.
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Variedades de dimension uno: curvas.

Una curva (algebraica) afin en K? es el conjunto de soluciones (x,y) € K? de
una ecuacion polinomial de dos variables f(X, Y) = 0.

Una curva algebraica proyectiva es el conjunto de soluciones
[xo : x1 : x2] € PZ de una ecuacién polinomial homogénea F(Xo, X1, X2) = 0.

Las curvas algebraicas son un ejemplo paradigmatico a la par que abarcable
dentro del 4rea de la geometria algebraica.

ra 4R
/ f \
/ | |
i | |
/ \ {
Vi v
,/- ™ ; II'\_ .III
A BN - // \\
- Y I A . ™y
A N e

/17



Si el cuerpo es K = C, las curvas algebraicas de C? definen superficies reales,
que se pueden proyectar a R? y representar graficamente:

(A) Quintica. (B) Cubica.

FIGURA: Curvas complejas de grado 5y 3.
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Sistemas de ecuaciones polinomiales.

Algunas aplicaciones:

Sabemos resolver sistemas de ecuaciones lineales:
anxy + - 4+ ampwxy + by = 0
am1X1 + - + AmnXn + bm = 0

mediante el método de Gauss. Sin embargo, ;cémo resolvemos sistemas de
ecuaciones polinomiales?

filxi,...,x,) = 0

fm(xla"'-vxn) = O
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Sistemas de ecuaciones polinomiales

Por ejemplo, ;codmo resolver el siguiente sistema?

0=fi(x,y,2) = x>+ 2xy — y> + 42y
0=1(x,,2) = x+3x" — 5y — 2
0=f3(x,y,2) = x> + 6xz — 3y7°
(Podemos encontrar una parametrizacién de la variedad afin dada por su
conjunto de soluciones?

Idea: Podemos identificar la variedad afin con el ideal (f1, f>, f3), € intentar
hallar otra base del ideal que sea més sencilla.

Esto nos llevard al concepto de base de Grobner de un ideal
(fiy..-fm) C K[xi,...,x,], que serd otro conjunto de generadores g1, ..., g
del ideal con el que si podremos parametrizar la variedad y resolver el sistema.

Usaremos el algoritmo de Buchberger para calcular estas bases.
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Curvas Elipticas

Una curva eliptica sobre un cuerpo K viene dada por el conjunto de
soluciones (x,y) € K? de una ecuacién del tipo
Y? =X’ +AX + B,

con A, B € K los coeficientes de la curva.

Las curvas elipticas son un caso particular de curvas algebraicas. En concreto,
son curvas algebraicas de grado 3 sin puntos singulares, también llamadas

cubicas lisas.
: : \/
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y2=x3-x y2=x3-x+1
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Curvas Elipticas

Lo que hace especiales a las curvas elipticas es el hecho de que el conjunto de
sus soluciones (junto con el punto de infinito) tiene una estructura natural de
grupo conmutativo. Es decir, se puede definir una suma en dicho conjunto de
soluciones.

Esta estructura de grupo es especialmente interesante desde el punto de vista
de la computacidn, y tiene numerosas aplicaciones en teoria de nimeros y en
criptografia. A partir de ella se obtienen:

@ Algoritmos de factorizacion de enteros.
@ Tests de primalidad.

@ Meétodos de encriptacion (Elliptic Curve Cryptography).
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Podemos visualizar geométricamente la operacion de grupo en una curva
eliptica como sigue.

Dados P, Q dos puntos en la curva eliptica E, su suma P & Q = R’ se obtiene
como el punto simétrico de R, el tercer punto de interseccion de la recta
L = PQ con la curva.

Si los puntos P, P’ estén en una vertical, su suma es el punto del infinito de la
curva. Esto muestra que es necesario trabajar en el plano proyectivo IP’HZ<.

(A) Suma de puntos, caso general. (B) Suma de puntos en una vertical.
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Los algoritmos de encriptacién que usan curvas elipticas siguen una estructura
sencilla. Por ejemplo, siguiente esquema lo pueden usar Alice y Bob para
construir una clave secreta (que solo conozcan ellos):

Public parameter creation
A trusted party chooses and publishes a (large) prime p,
an elliptic curve F over IF,,, and a point P in E(F,).

Private computations
Alice Bob
Chooses a secret integer n 4. Chooses a secret integer np.
Computes the point Q4 = naP. Computes the point Qg = ngP.

Public exchange of values

Alice sends Q4 to Bob QA
Qp Bob sends Qp to Alice
Further private computations
Alice Bob
Computes the point n4Qp. Computes the point ng@ 4.

The shared secret value is naQp =na(npP) =ngnaP)=npQa.

10/ 17



El siguiente esquema lo pueden usar Alice y Bob para intercambiar un

mensaje privado:

Public parameter creation

A trusted party chooses and publishes a (large) prime p,
an elliptic curve E over F,, and a point P in E(F,).

| Alice

Bob

Key creation

Choose a private key n4.
Compute Q4 = naP in E(F)).
Publish the public key @ 4.

Encryption

Choose plaintext M € FE(F,).
Choose a random element k.
Use Alice’s public key Q4 to
compute C'y = kP € E(F,).
and Cy = M 4+ kQa € E(F)p).
Send ciphertext (Cy,Cs)
to Alice.

Decryption

Compute Cy —naC € E(F,).
This quantity is equal to M.
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Lo que hace que la criptografia con curvas elipticas funcione es la alta
complejidad computacional de la operacioén suma de puntos en dichas curvas.

Esto da lugar al llamado problema del logaritmo discreto (PLD) en una
curva eliptica:

Si conocemos los puntos Q = nP 'y P de la curva eliptica E(F,), ;podemos
recuperar el niimero n?

A este ndmero n se le llama logaritmo (discreto) de Q en base P.

Como veremos, los mejores algoritmos conocidos para resolver el PLD en
una curva eliptica son equivalentes al algoritmo de fuerza bruta y requieren
O(,/p) pasos, por lo que son muy ineficientes.

Por ejemplo, la empresa Certicom ha propuesto varios desafios para descifrar
la clave privada de un sistema de encriptacién con curvas elipticas.

La mayorfa siguen abiertos a dia de hoy. Constltese The Certicom ECC
Challenge.
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Contenidos de la asignatura:

Tema 1: Variedades afines y proyectivas
@ Anillos de polinomios e ideales. Homogeneizacién de polinomios.
o Completada proyectiva de una variedad afin.
o Correspondencia entre variedades e ideales.

@ Bases de Grobner y teorema de la base de Hilbert.

Tema 2: Propiedades y aplicaciones de las bases de Grobner.

Algoritmo de Buchberger para la construccién de bases de Grobner.
@ Algoritmo de divisién asociado a una base de Grobner.

o El problema de pertenencia a un ideal.

o Eliminacion de variables.
°

Resolucién de sistemas de ecuaciones polinomiales.
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Tema 3. Curvas algebraicas afines y proyectivas.
@ Parametrizaciones de curvas.
o Puntos singulares y regulares.
@ Interseccién de curvas y Teorema de Bézout.

o El género de una curva.

Tema 4. Curvas elipticas.
@ Ecuacidn de Weirstrass de una curva eliptica.
@ Estructura de grupo conmutativo.
@ Algoritmos para la suma de puntos.

o El género de una curva.

14/ 17



Tema 5. Curvas elipticas sobre cuerpos finitos.

Acotacién del nimero de puntos. Teorema de Hasse.
Cilculo del nimero de puntos. Algoritmo de Schoof.

Algoritmo de Lenstra para la factorizacioén de nimeros enteros.

Tests de primalidad basados en curvas elipticas. Algoritmo de
Atkin-Morain.

El problema del logaritmo discreto.

Aplicaciones criptogréficas.
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Evaluacion:

Sistema de evaluacion continua: entrega de practicas (8/10) y presentacion
oral de practicas (2/10).

Sistema de evaluacion por prueba final: realizacion de prueba escrita
(10/10). Sélo para quien solicite no participar en la evaluacién continua.
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